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ВВЕДЕНИЕ

Трафик является одним из важнейших по-
казателей мониторинга мультисервисной сети. 
Продолжительное время считалось, что трафик 
локальной сети описывается классическим 
Пуассоновским распределением. Затем в печа-
ти стали появляться публикации группы уче-
ных [1], которые исследовали Ethernet-трафик 
в сети корпорации Bellcore и обнаружили, что 
методы расчета компьютерной сети, основанные 
на Марковских моделях и формулах Эрланга, с 
успехом использующиеся при проектировании 
телефонных сетей, дают неоправданно оптимис-
тические решения и приводят к недооценке 
нагрузки. Исторически сложилось, что телефон-
ные сети изначально строились по принципу 
коммутации каналов, а в основе компьютерных 
сетей, как правило, лежит принцип коммутации 
пакетов, но методики расчетов остались прак-
тически теми же. Пакеты при высокой скорости 
их движения по сети поступают на узел не по 
отдельности, а целой пачкой. Трафик в таких 
сетях имеет явно выраженный всплесковый 
характер, что повышает вероятность перегрузок 
в узлах сети, которые ведут к переполнению 
буферов и вызывают потери и /или задержки. 
Пульсации приводят к перепадам скорости 
информационных потоков, при которых отно-
шение максимального значения к минимальной 
скорости составляет десятки раз. Однако, как 

оказалось, в мультисервисных сетях (к которым 
относятся, в частности, компьютерные сети) 
число событий на заданном временном интер-
вале зависит от прежних, весьма отдаленных 
событий. Это означает, что при больших масш-
табах мультисервисной сети трафик обладает 
свойством самоподобия, т.е. выглядит качест-
венно одинаково при любых достаточно боль-
ших масштабах временной оси.

Цель данной статьи заключается в исследо-
вании взаимосвязей между свойствами самопо-
добных потоков и разработке методов, позволя-
ющих выявлять их в мультисервисных сетях. 

1. ХАРАКТЕРИСТИКИ И СВОЙСТВА 
САМОПОДОБНЫХ ПРОЦЕССОВ

Концепция самоподобия тесно связана с 
получившим большую известность понятием 
фракталов и теорией хаоса. Определение фрак-
тала, данное Б. Мандельбротом, звучит так: 
«Фракталом называется структура, состоящая 
из частей, которые в каком-то смысле подобны 
целому». С математической точки зрения фрак-
тальный объект, прежде всего, обладает дробной 
размерностью, которая определяется в виде 

d
N
r

= log
log

,
1

 где N  — количество равных частей, 

на которое нужно разделить объект, а каждая 
часть будет уменьшенной копией целого в 1/r  
раз. Фрактальная размерность может рассмат-
риваться как мера неровности изрезанной по-
верхности объекта d n nŒ +[ ), 1  в n -мерном 
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пространстве, причем более неровные, “шеро-
ховатые” поверхности соответствуют более 
высоким значениям d.

Другим параметром характеризующим са-
моподобие, является коэффициент Хэрста 
H Œ[ ]0 5 1. ; .  Чем ближе этот параметр к 1 , тем 
более ярко проявляются фрактальные свойства. 
Напротив, равенство H = 0 5.  свидетельствует 
об отсутствии самоподобия. Связь между пара-
метрами стохастических фрактальных процес-
сов изображена на рис. 1.

Качественным свойством, характеризую-
щим самоподобие случайного процесса, явля-
ется масштабная инвариантность по времени, 
так что при изменении временной шкалы кор-
реляционная структура самоподобного процес-
са остается неизменной. 

Пусть случайный процесс X x x= ( )1 2, , ...  
определяется множеством значений x x ti i= ( )  
дискретного аргумента (времени) t NŒ .  Пусть 
m = ( )M X  — математическое ожидание, 
D D X= = ( )s 2  — дисперсия процесса X .  Оп-
ределим автокорреляционную функцию, авто-
ковариацию и спектр мощности процесса X  
соответственно формулами

 r k r t t k
M x xt k t( ) = + =

-( ) -( )ÈÎ ˘̊+( , ) ,
m m

s 2  (1)

 b k r k k Z( ) = ( ) Œ = { }+s 2 0 1 2, , , ... ,  (2)

 S r k e ik

k

v p v pv( ) = ( ) - £ £-

=-•

•

Â , ,  (3)

где v pl= 2  — угловая частота в радианах, 

- £ £1
2

1
2

l .

Случайный процесс стационарен в узком 
смысле, если статистические свойства этого 
процесса не меняются с течением времени. Если 
же предположить, что математическое ожида-
ние и дисперсия процесса не зависят от времени, 
а корреляция зависела лишь от разности 
t = -t t2 1 ,  то такой процесс будет стационар-
ным в широком смысле. Таким образом, для 
стационарного в широком смысле процесса X  
m = const,  s 2 = const,  r t t k r k, ( )+( ) =  и, следо-
вательно, b t t k b k, ( ),+( ) =  причем r k r k( ) ( ),= -  
b k b k( ) ( ).= -

Определим агрегированный процесс с коэф-
фициентом сегментации m NŒ  (рис. 2) следу-
ющим образом: 

 " = ≥{ }( )( ) ( )m X X km
k

m : ,1   

где  X
m

xk
m

i
i k m

km
( )

= -( ) +

= Â1

1 1

,  (4)

О б о з н а ч и м  ч е р е з  r km( ),  
b k X Xm t

m
t k
m( ) = ( )( )
+

( )cov ,  и D bm m= ( )0  коэффици-
ент корреляции, автоковариацию и дисперсию 
процесса X m( )  соответственно. Отметим 
b k b k( ) ( ).= 1

Понятие медленно убывающей зависимости 
имеет ключевое значение в теории самоподоб-
ных процессов. На интуитивном уровне ее 
можно интерпретировать следующим образом: 

Рис. 1.

Об исследовании свойства самоподобия трафика мультисервисной сети
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будущее процесса определяется его прошлым, 
причем с убывающей степенью влияния по мере 
того, как прошлое удаляется от настоящего. 

Говорят [3, 4], что процесс X  обладает мед-
ленно убывающей (или долговременной) зави-
симостью (МУЗ), если при k Æ •  выполняется 
условие:

 r k k L k( ) = ◊ ( )-b
1 ,  

где 0 1< <b ,  L x Z1 ( ) Œ +  — медленно меняюща-
яся функция [5], такая что

 " > " > ( ) ( )( ) =( )Æ•
x L x L x

x
0 0 11 1l llim ,  

Заметим, что из данного определения выте-
кает, что ряд, образованный последовательными 
значениями корреляционной функции, расхо-
дится, т.е. 

 r k
k

( ) = •
=

•Â 0
.  

Процесс X  обладает быстро убывающей 
(или кратковременной) зависимостью, если при 
k Æ •  выполняется условие [5]

 r k k( ) = < <( )a a, . 0 1  

Заметим, что характерная особенность кор-
реляции для стохастических фрактальных 
процессов — полиномиальное, а не экспонен-
циальное убывание.

Будем говорить, что случайная величина X  
имеет распределение с тяжелым «хвостом» 
(РТХ) [4], если 

 P X x F x x L x≥( ) = - ( ) = ( )-1 1
a ,  (5)

где L x1( )  — медленно меняющаяся функция на 
бесконечности, параметр 0 2< <a  называется 
индексом «хвоста». 

В отличие от распределений с тяжелым 
«хвостом» распределения с легкими «хвостами» 
(например, экспоненциальное или нормальное) 
имеют экспоненциально спадающий «хвост». 

Часто при анализе статических закономер-
ностей пренебрегают возможностью крупных 
событий, лежащих на «хвосте» распределения. 
Но есть такие распределения, «хвост» которых 
нельзя отрезать, т. е. нельзя пренебрегать 

крупными, пусть и редкими событиями. Под 
крупными событиями понимаются явления, 
ущерб от которых может превосходить ущерб 
от всех остальных событий этого класса, вмес-
те взятых.

Заметим, что для распределений с тяжелым 
хвостом математического ожидания не сущес-
твует, т.е. M X( ) .= •  Кроме того, параметр a  из 
формулы (5) связан с параметром Херста H  
следующим соотношением [3]:

 H = -( )3 2a / .  (6)

В [4] приведена функциональная зависи-
мость между параметрами распределения с тя-
желым хвостом и медленно убывающей зави-
симости

 L nt t a( ) = +( )-1 / ,  (7)

где 0 2< <a  — индекс «хвоста», t ≥ 1  — время 
активного периода, n NŒ  — номер шага для 
прогнозирования переменной L t( ) .  Таким 
образом, при достаточно больших t  ошибка 
предсказания может быть сколь угодно малой.

2. ОСНОВНЫЕ ТИПЫ САМОБОДОБНЫХ 
ПРОЦЕССОВ И ИХ ВЗАИМОСВЯЗИ

Пусть X X tt= >( : )0  — непрерывный слу-
чайный процесс со стационарными прираще-
ниями и плотностью распределения вероятнос-
тей 

 f X X X n Nn1 2, , ...., ,( ) Œ( )  

a X t a Z HH
at

-
+> Œ Œ[ ]( ): , , . ;0 0 5 1   — случай-

ный процесс с масштабом времени at  и плот-
н о с т ь ю  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й 
f a X a X a XH

a
H H

na
- - -( ), , ...., .20

Процесс X  называется статически самопо-
добным [3, 4] с показателем H Œ[ ]0 5 1. ; ,  если 

 
" " ( ) ª(

ª ( ))- - -

a n f X X X

f a X a X a X

n

H
a

H H
na

1 2

2

, , ....,

, , ..., .0

 

Иначе, в соответствии с [5] данное свойство 
можно определить выражением

 a X XH
a

1- = ,  (8)

Рис. 2.

М. Л. Федорова, Т. М. Леденева
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которое понимается в смысле равенства конеч-
номерных распределений.

Конечномерным распределением случайно-
го процесса X t( )  в моменты t tn1, ....,  называет-
ся распределение многомерной случайной ве-
личины, составленной из сечений случайного 
процесса в моменты t tn1, ..., :

 F x x P X t x X t xt t n n nn1 1 1 1,.., , ..., , ..., .( ) = ( ) < ( ) <{ }  

Самоподобие в широком смысле слова озна-
чает выполнение следующих свойств [3, 4]:

 

M X a M X

D X a D X

r t
r at a

a

t
H

at

t
H

at

H

[ ] = [ ]
[ ] = [ ]

=

-

-

,

,

( , )
( ; )

.

2

2t t
 

В соответствии с [4], процесс X  называется 
строго самоподобным в широком смысле 
(ССШС-процессом) с  коэффициентом 
H = -1 2( / ),b  где 0 1< <b ,  если 

 
r k

k k k g k

( ) =

= +( ) - + -( )È
Î

˘
˚ = ( )- - -1

2
1 2 12 2 2b b b .

 (9)

Согласно (9), функция g k( )  при больших 
k  ведет себя как центральный разностный 
оператор 2-го порядка d j2 x( )( ),  действую-
щий на  функцию j bx x( ) = -2 ,  при этом 
d j j jx x x( )( ) = +( ) - -( )1 2 1 2/ / .  Тогда фун-
кция g k( )  при k Æ •  убывает асимптотически 
по закону

 
g k k

H H k

( ) -( ) -( ) =

= -

-

-

~

( ) ,

1
2

2 1

2 1

b b b

b
 (10)

где g x f x( ) ( )~  означает, что lim .
x

g x
f xÆ•

( )
( ) = 1

Из равенства (10) видно, ССШС-процесс 
обладает МУЗ.

Приведем основные свойства ССШС.
Теорема 1 [8]. Процесс X  с коэффициентом 

0 1< <b  является ССШС-процессом, если для 
любого k > 0  при m Æ •
 r k r km ( ) = ( ),  (11)

т.е. коэффициент корреляции практически ин-
вариантен к параметру агрегирования и сохра-
няет в асимптотическом смысле свою структуру. 
Последнее означает, что ССШС-процесс не ме-
няет свой коэффициент корреляции после его 
усреднения по блокам любой длинны m.

Для статистически самоподобного процесса 
r k g k( ) = ( ) .  Заметим, что равенства, которые 

верны для статистически самоподобного про-
цесса, также справедливы и для СШСС-процес-
са. Однако, обратное утверждение, в общем 
случае не верно. Связь между процессами этих 
типов аналогична связи между процессами, 
стационарными в широком и узком смыслах. 

Следствие. Для ССШС процесса X  с коэф-
фициентом 0 1< <b  справедливо следующее 
утверждение:

 D X mm( ) -( ) = b  при m Æ •  (12)

т.е. дисперсия выборочного среднего этого про-
цесса затухает медленнее, чем величина, обрат-
ная размеру выборки. Это факт [3] называют 
свойством медленно затухающей дисперсией 
(МЗД). Напротив, для традиционных процессов 
стационарных случайных процессов, обладаю-
щих кратковременной зависимостью, параметр 
b = 1  и

 D X mm( ) -( ) = 1  при m Æ •  (13)

Свойство медленно затухающей дисперсии 
говорит о возможности существенных, не сгла-
живаемых усреднением, «всплесков» в случай-
ном процессе, и связывает самоподобие с таким 
понятием, как РТХ. 

Будем говорить, что процесс X  является 
асимптотически самоподобным процессом в 
широком смысле (АСШС-процессом) [3] с па-
раметром H = -1 2( / ),b  0 1< <b ,  если для 
k NŒ
 lim ( ),

m mr k g k
Æ•

( ) =  (14)

Смысл этого определения состоит в том, что 
X  является АСШС-процессом, если после ус-
реднения по блокам длины m  при m Æ •,  он 
сходится к ССШС-процессу. Обратим внимание 
на то, что здесь имеет место сходимость уже не 
к исходному процессу X  (до усреднения), а к 
ССШС-процессу. Так как X  является АСШС-
процессом, то r k L k k( ) Æ ( ) -b ,  r k r km ( ) Æ ( ),  
m kÆ • Æ •( ), ,  где L k( )  — медленно меняю-

щаяся функция. Согласно [6], если X m( )  пред-
ставляет собой СШСС-процесс при m Æ •,  то 
X  является АСШС-процессом.

Теорема 2 [6]. Справедливы следующие 
утверждения:

а) Если процесс X  c параметром 0 1< <b  
обладает МУЗ, т.е.

 
b k cH H k

k c
( ) -( )

Æ • < < •

-~ ,

, ,

2 1

0

b

 
 (15)

то агрегированный процесс X m( )  c параметром 
0 1< <b  обладает МЗД, т.е. 

Об исследовании свойства самоподобия трафика мультисервисной сети
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 b cb mm 0 0( ) ( ) -~ b  при m Æ •  (16)

б) Если агрегированный процесс X m( )  c па-
раметром 0 1< <b  обладает МЗД, то 

 " $ ( ) = +( ) < < •-m b cm cm m me eb0 0, ,  (17)

при этом если m m
2 0+ Æbe  при m Æ •,  то про-

цесс X  c параметром 0 1< <b  обладает МУЗ 
т.е. выполняется равенство (15).

в) Если для процесса X  выполняются 
(15—17), то X  является АСШС-процессом.

Эта теорема является необходимым и доста-
точным условием асимптотического самоподо-
бия случайных процессов второго порядка. 
Согласно теореме, если случайный процесс об-
ладает свойствами ДВЗ или МЗД, то он являет-
ся АСШС-процессом. В свою очередь, соглас-
но [4], РТХ влечет за собой МУЗ. А так как 
модель обобщенного трафика можно получить 
в результате агрегирования процессов с РТХ, то 
сетевой трафик обладает фрактальными свойс-
твами и является процессом РТХ. Связи между 
рассмотренными понятиями представлены на 
рис. 3. Обозначения на рисунке 4: L t( )  — веро-
ятность того, что соединение поддерживает ак-
тивность в течении 1 £ £t t,  t  — время актив-
ного периода источника генерируемого пакета, 
0 2< <a  — индекс «хвоста», d ŒN  — номер 
шага для прогнозирования переменной L t( ) .

Теорема 3 [7]. Пусть даны два процесса ¢X
и ¢¢X ,  такие что r k c k( ) = -

1
1b  при k Æ •  для 

процесса ¢X ;  r k c k( ) = -
2

2b  при k Æ •  для про-
цесса ¢¢X ,  причем c ii i, ,b =( )1 2  — константы, 
такие что 0 < < •ci ,  0 1< <bi .  Тогда процесс 

¢ + ¢¢( )X X  является АСШС-процессом с пара-
метром H = -1 2b / ,  где b b b= ( )min , .1 2

Таким образом, в результате объединения 
АСШС-процессов получается АСШС-процесс. 

Эта теорема имеет большое практическое зна-
чение. Так как трафик сети является интегри-
рованным, мультисервисным, т. е. комбинацией 
нескольких потоков с различными статистичес-
кими характеристиками (в частности, коэффи-
циентами самоподобия), то при расчете вероят-
ностных характеристик мониторинга трафика 
возможно рассматривать только один поток, что 
значительно упрощает расчеты.

3. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА 
САМОПОДОБИЯ H

Для итого воспользуемся алгоритмом 
СoLoRade [8] , который дает наиболее точную 
оценку параметра самоподобия.

Для ССШС-процесса, согласно (9),

 r k k k k( ) .= +( ) - + -( )( )- - -1
2

1 2 12 2 2b b b
 

Учитывая, что H = -1 2b / ,  получим

 r k k k kH H H( ) . .= +( ) - + -( )( )0 5 1 2 12 2 2
 (18)

Для r k( )  можно определить статистическую 
оценку r̂ k( )  по формуле 

 ˆ .r k n
x M x M

S

i
i

n k

i k

( ) =
-[ ] -[ ]

=

-

+Â1

1
2  

Из того, что 
�r H1 2 12( ) = - ,  следует, что для 

k = 1  оценка H  имеет вид

 ˆ
ln

ln .H r= + + ( )( )1
2

1
2 2

1 1�
 (19)

Пусть 

 
f H r k r k r k

k k kH H H

( ) = ( ) - ( ) = ( ) -

- +( ) - + -( )( )
ˆ ˆ

. .0 5 1 2 12 2 2  

Рис. 3.
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Рис. 4.
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Тогда для нахождения оценки параметра 
Херста необходимо решить уравнение 
f H( ) = 0.  Для этого нами использовался ите-
рационный метод Ньютона-Рафсона, позво-
ляющий определить функцию HEAF k( ),  яв-
ляющуюся оценкой параметра H ,  полученной 
в результате решения следующей задачи 
" " $ ≥ Æ - <( )-( )e e  n N n N H Hn n 1 ,  k  — но-
мер итерации, на которой достигается задан-
ная точность e.  Этот метод используется, если 
первая и вторая производные непрерывны и 
не меняют знаков на отрезке отделения корня. 
Найдем производные функции f H( ) :

 

f H k k

k k k k

H

H H

' . ln

ln ln ,

( ) = - +( ) +( ) -(
- ( ) ( ) + -( ) -( ) )

¢

0 5 2 1 1

4 2 1 1

2

2 2

¢¢ ( ) = - +( ) +( ) -(
- ( ) + -( ) -( )

f H k k

k k k k

H

H H

0 5 4 1 1

16 4 1 1

2 2

2 2 2 2

. ln

ln ln )) .

 

Заметим, что при 0 1< <H  и k > 1  ¢ ( ) >f H 0,  
при H = 0  и k > 1  f H( ) < 0  и ¢¢ ( ) <f H 0.

Алгоритм CoLoRade для вычисления функ-
ции HEAF k( )  представлен на рис. 4. Значения 
функции HEAF k( )  для различных видов тра-
фика сети Wi-Fi 802.11g представлены в табл. 1. 
На рис. 5 представлена графическая зависи-
мость оценки параметра самоподобия H  от 
значения лага k  для асинхронного трафика; на 
рис. 6 а-б) — для синхронного трафика. В рас-
четах использовалось значение b = 0 36. ,  кото-
рое соответствует параметру аудиотрафика.
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