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ЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ПОЛИНОМЫ МАТРИЦ РИОРДАНА 
 

Е. Бурлаченко 
 

Числитель рациональной функции будем называть числительным 
полиномом. Обобщенные полиномы Эйлера 

     1
0

1 n m
n nm
x x p m x 


   , где  np x  – полином степени n , 

являются числительными полиномами производящих функций диагоналей 
ординарных матриц Риордана. Обобщенные полиномы Нараяны 

         2 1
0

1 1 ...n m
n nm
x x m m n p m x 


     являются 

числительными полиномами производящих функций диагоналей 
экспоненциальных матриц Риордана. В настоящей статье мы рассмотрим 
конструктивные взаимоотношения между этими двумя типами числительных 
полиномов. 

 
1. Введение 

 
Предметом нашего изучения являются преобразования в пространстве 

формальных степенных рядов и соответствующие матрицы. Строкам и 
столбцам матриц поставим в соответствие производящие функции их 
элементов. Таким образом, выражение    Aa x b x  означает, что вектор-
столбец, умножаемый на матрицу A , имеет производящую функцию  a x , 
результирующий вектор-столбец имеет производящую функцию  b x .  n -й 
коэффициент ряда  a x , n -ю строку, n -ю нисходящую диагональ и n -й 
столбец матрицы A  будем обозначать соответственно 

 
   nx a x ,     ,n A ,   [ , ]n A ,   nAx . 

 
Матрица     ,f x g x , 0 0g  , n -й столбец которой имеет производящею 

функцию    nf x g x , называется матрицей Риордана [1] – [5]. Она 
является произведением двух матриц, которые соответствуют умножению и 
композиции рядов: 

          , , 1,f x g x f x x g x , 
 

        ,f x x a x f x a x ,        1, g x a x a g x , 
 

                  , , ,f x g x b x a x f x b g x a g x . 
Матрицы 

         1 , , x
x x

ee f x g x e f x g x
 , 
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где xe  – диагональная матрица, !x n ne x x n , называются 
экспоненциальными матрицами Риордана. Обозначим  
 

        , , x nen f x g x s x  , 0 0f  , 1 0g  . 
Тогда 

                1 11, 1 , expx
x x x

ef x g x x e f x g x e e f x g x    
 

или 
      

0
exp

!
n n

n

s x f x g xn






 . 

 
Последовательность полиномов  ns x  называется последовательностью 
Шеффера, а в случае   1f x   – биномиальной последовательностью. 
Свойства последовательностей Шеффера являются предметом изучения 
теневого исчисления [6]. Матрица.  

   
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

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называется матрицей Паскаля. Степень матрицы Паскаля определяется 
равенством  

 1 , ,
1 1 x

x
e

xP e xx x
 

 
     

. 

 
Наряду с нижними треугольными матрицами Риордана мы будем 

рассматривать «квадратные» матрицы     ,b x a x ,  0 0b   0 1a  . 
Например, 

 
1 1 1 1
0 1 2 3

11, 0 1 3 61 0 1 4 10x

 
   
 
     
 






    

. 

 
Сюда же относится верхняя треугольная матрица  1,1 x , 
транспонированная к матрице Паскаля и совпадающая с матрицей оператора 
сдвига: 
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 

1 1 1 1
0 1 2 3

1,1 0 0 1 3
0 0 0 1

Tx P E

 
 
    
 
 
 






    

. 

 
Матрицу     ,b x a x , можно умножать справа на матрицу с конечными 
столбцами, слева – на матрицу с конечными строками. На первых порах (до 
Раздела 4) мы ограничимся множеством матриц вида   1,a x . Так как  
 

       , 1, [ , ] 1,n a x n xa x   , 
 
то матрица   1,a x  является инструментом для изучения матрицы 

  1, xa x . Обозначим 

      
1

, 1, 1
n

m
n m

m
n a x v x v x


    , 0n  . 

Так как 
      1, 1 1,1 1,a x x a x   ,  

 

  
  1, 1,1
1

n

n
xn x
x   


, 

то 

    
 

 
 

 
 11

1
1

1

1
1

, 1,
1 1

n mmmn
nm

m n

n

n
mm

m xv x vn
x x

xx x
x

a 


 

 


 


 

 
 . 

 
Если   xa x e , то     !n nx A x n  , где  nA x  – полиномы Эйлера: 

 
 

  1
01

n n m
n

m

A x m x
x









 ,   1 !nA n . 

Например, 
 1A x x ,    2

2A x x x  ,    2 3
3 4A x x x x   , 

 
  2 3 4

4 11 11A x x x x x    . 
 

В связи с этим мы будем называть полиномы  n x  обобщенными 
полиномами Эйлера (ОПЭ). Так как 
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 
 

         1
1

0
1

1
n n m m n

n
m

t x a x t x ta x
t

 





  


 , 

то 

     0

1
1 1

n
n

n

tt x ta x t





  . (1) 

 
«Квадратные» матрицы Риордана (названные матрицами свертки) и 

числительные полиномы производящих функций их строк рассматривались в 
цикле статей [7] – [11]. В [12] такие матрицы названы обобщенными 
матрицами Риордана. Концепция обобщенных полиномов Эйлера, названных 
np -связанными Эйлеровыми полиномами, в общем виде представлена в [13]. 

Обозначим  

      
  1, 1,
1

n
n

xn xa x
x





 ,        , 1, log x nen a x u x  , 

 
      , 1, 1 nn a x v x   , 

 
Если последовательность полиномов имеет вид  0 1c x  ,    0 0nx c x  , 
мы будем иметь в виду, что выражение    1 nx c x  соответствует случаю 

0n  . Обозначим  
 

   1
n nx xx   ,     1

n nA x A xx   ,     1
n nu x u xx   ,  

 

   1
n nv x v xx   . 

 
Пусть символы  n ,  n  означают соответственно нисходящий и 
восходящий факториал: 
 

     1 . . . 1n n       ,        1 . . . 1n n       . 
 

В Разделе 2 мы рассмотрим обобщенные полиномы Эйлера и связанные с 
ними преобразования. Введем матрицы nU , nV : 

 

   1
1

1 1
!

n pp
n pU x x A xn

 
   ,      1

11 1p
n p n pU x x x

    , 

 
  11 n pp p

nV x x x   ,      11 1 n pp p
nV x x x    ,  0p  , 1, … , 1n  . 
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Тогда 
   n n nU u x x  ,      n n nV x v x    . 

 
Мы рассмотрим ряды    a x ,      0 a x a x , которые определяются 
следующим образом: 

     
0 !

n n

n

u na x xn n



 

 








 , 

Обозначим 

          
  1, 1,
1

n
n

x
n x a x

x








 ,         1

n nx xx     . 

Введем матрицы 
 

  1 1 11 ,
Tnn

n n n n nA U E U V D x x D V            ,  1n nDx n x  . 
Тогда 

     n n nA x x
   . 

 
Мы дадим общую формулу для ОПЭ, связанных с обобщенным 
биномиальным рядом. Именно, пусть 
 

     
0

n

n

na x xnn



  

 






 ,     

   1
01

n m
n

m

x m nm xnm nx
  











 . 

Тогда 

       
1

11
1

n
m

n
m

n nx xn mmn
 



  . 

 
В Разделе 3 мы рассмотрим обобщенные полиномы Нараяны  n x , 

которые являются числительными полиномами матрицы   1, xexa x : 
 

 
 

   
2 1

0

1
!1
nn n m

n
m

m u mx xnx
 








 ,    1

n nx xx   . 

 
Введем матрицы nF : 

   2 1 1 1

1
1 np p m

n
m

m nF x x m xn


  



   , 
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     1
1

! 1 1
2 !

p
n p n p

nF x x x nn


     , 0p  , 1, … , 1n  . 

Тогда 
   n n nF u x x  . 

 
Введем матрицы 1

n n nS F U    . Тогда 
 

   n n nS x x    . 
Оказывается, что 

1
n n n nS V C V   ,  

 
 

1 !
1 !

p p
n

n pC x xp
 




  . 

 
Мы дадим общую формулу для ОПН, связанных с обобщенным 
биномиальным рядом. Именно, пусть 
 

   
    2 1

0
1

1
n m

nn
m

x m nm m xnm nx
  








 


 . 

Тогда 

         
1

1 ! 2
1

n
m

n
m

n n nx xn mmn
 



   . 

 
В Разделе 4 мы рассмотрим преобразования общего вида. Пусть  ng x , 
 nh x  являются числительными полиномами соответственно матриц 
    ,b x xa x ,     , xeb x xa x , 0 0b  . Обозначим 
 

        , , log x nen b x a x s x  . 
 

Введем матрицы nU , nF : 

  1

0

11
!

np p m
n

m
U x x m xn





   ,     1 1p

n p n pU x x x
  ; 

 

   2 1

0
1 np p m

n
m

m nF x x m xn






   ,  
     1 ! 1
2 !

p
n p n p

nF x x x nn


   , 

 
0p  ,  1, … , n . Тогда 

 
   n n nU s x g x ,     n n nF s x h x . 
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Введем матрицы 1
n n nS F U  . Тогда 

 
   n n nS g x h x . 

Оказывается, что 
1

n n n nS V C V ,   

 1 n pp p
nV x x x  ,     1 1 n pp p

nV x x x   ,  
 !

!
p p

n
n pC x xp


  ; 

 
       ! !

!

n
p m

n
m p

n p n p n nS x xm p n mn 

 
   , 

 
 
    1 ! ! 2
2 !

n
p m

n
m p

p n p n nS x xm p n mn




    . 

 
В Разделе 5 мы рассмотрим обобщенные полиномы Нараяны типа В, 

которые являются числительными полиномами матрицы     . xea x xa x , и 
аналогичные полиномы, которые являются числительными полиномами 

матрицы      ,xa x xa x . 

В Разделе 6 мы вернемся к рядам    a x  из Раздела 2 и рассмотрим 
преобразования 

  1 1 1 ,
Tnn

n n n n nG U E U V x x V      , 
 

  1 1 1 11 ,
Tnn

n n n n n n n n n nH F E F S G S V C x x C V         , 
 

  1 1 1 1 11 ,
Tnn

n n n n n n n n n nT F E F S A S V C D x x D C V                  . 
 

Пусть    ng x ,    nh x  являются числительными полиномами 
соответственно матриц 

 

               1 log ,b x a x x a x x a x
    , 

 

               1 log ,
xe

b x a x x a x x a x
    , 
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   n x   являются числительными полиномами матрицы     1, xe
x a x . 

Тогда 
     n n nG g x g x

 ,       n n nH h x h x
 ,      n n nT x x

   . 
 

Матрицы nG  , nH  , nT   характерны тем, что, по сравнению с ними, столбцы 
и строки матриц  nG  , nH  , nT  переставлены в обратном порядке. 
Столбцы матрицы nG  выражаются общей формулой: 
 

  
0

n
p m

n
m

n p n n pG x xm n m
  



     . 

 
2. Обобщенные полиномы Эйлера 

Пусть 

  
1

n
p

n p
p

u x u x


 , 0n  . 

Так как 

   
0 !

nm n

n

u ma x xn



 ,   0 1u x  , 

то 
 

 
 

1
0 0 1 1 0

1 1
! ! !1

n n
n n m m p p m

p pn
m m p p m

x u m x x u m u m xn n nx
   


    

   


     

 

 
 

   

 
1

1 1
1

1 1!1
! 1 1

n
n p

p pn
p p p

p n
p

u x A xnu A x
n x x




 




 

 


 . 

 
Введем матрицы nU : 

 

   1
1

1 1
!

n pp
n pU x x A xn

 
   ,  0p  , 1, … , 1n  . 

Например, 

2
  1  11

2 1  1
U     
 , 3

  1  1  1
1 2  0  4
3!

  1 1  1
U

 
  
 

 

 , 4

  1   1   1  1
3 1   3  111

4!   3 1 3  11
1   1 1  1

U

 
  

  
     

 . 

Тогда  
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   n n nU u x x  . 
Так как  

     1

1
0 0

1
!1

p
m n m

n
m m

m pm n px x xn nx

 


 

   


  , 0 p n  , 

то 

     
1

1
1

0

1 1 1
n

p
n p n p

i
U x x p i x xx




 


      . 

Например,  

1
2

1 1
1   1

U     
 

 ,   1
3

2 1   2
3   0 3
1   1   1

U 

 
  
 
 

 ,   1
4

6 2   2 6
11 1 1   11
6   2 2 6
1   1   1   1

U 

  
  

  
   

 

 . 

 
Введем матрицы nJ  соответствующие оператору, переставляющему 

коэффициенты полинома n -й степени в обратном порядке. Например, 
 

3

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

J
 
 

  
 
 

. 

Обозначим 1n nJ J  . 
Теорема 1. 

    111, 1 n
n n nU x U J     . 

Доказательство. 
 
              1

11 11, 1 1 1 1 1 1 1n
p p n pn p n p px x x x x x x

               
 

или 
    11 1 11, 1 np n p

n nx U x U x       ,       11 11, 1 n
n n nx U U J      . 

 
Таким образом, 

     11 n
n n n nJ x U u x     . 

Обозначим 

    
   

 

1
1

1, 1,
1
n

n

xn xa x
x

 





 . 

Так как 
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      1, 1, log x ne
n a x u x   , 

то 
       1 1 n
n n nx xJ x    , 

Теорема 2. 
   11 n

n a  . 
 

Доказательство. Обозначим  p
n pU x U x  . Так как 

 
   1 loga x a x ,      1

n n
na x u x ;   1 0pU  , 1p n  ;    1 1 1nU   . 

то 

     
1

1 1
0

1 1
n

n
n p p n

p
u U u a






    . 

 
Возможен случай, когда 1 0a  , степень полинома  nu x  меньше  n  и 

матрица   1, log xea x  не имеет обратной. Эта возможность отражается в 
следующей теореме. 
Теорема 3. Если  n ms x  – полином степени  1n m  , то 
 

       !
1

!
m

n n m n m n m
n mU s x x U s xn  


   . 

 
Соответственно, если   n mc x   – полином степени n m  , то 
 

       1 1!1
!

m
n n m n m n m

nU x c x U c xn m
 

   


  . 

 
Доказательство. Пусть nI  единичная квадратная матрица порядка 1n  , 
соответствующая оператору, аннулирующему лишние столбцы или строки 
матриц. Обозначим 1n nI I  . Тогда очевидно, что 
 

    !1 ,
!

m
n n m n m

n mx x U I Un


 


    , 

или 

    !1 ,
!

m
n n m n m

n mU I x x Un 


    . 

Соответственно, 
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    
1 1!1 ,

!
m

n n m n m
nU x x I Un m

 
  


   . 

 
Введем матрицы     11 ,nn n n nV J EJ x x P I      . Например, 
 

4

1 0 0 0
3 1 0 0
3 2 1 0
1 1 1 1

V
 
 

  
 
 

 ,  1
4

  1   0   0   0
3   1   0   0

  3 2   1   0
1   1 1   1

V 

 
   
   

 . 

 
Тогда, как мы  уже выяснили во введении, 
 

   1
n n nV v x x   , 

и, следовательно 
      1 1

n n n nU V v x u x      . 
 

По Теореме 3 находим: 
 

     11 1 1 !1 1
1 !

n pp p
n n n p

nU V x U x x xp
       


    

 

   
1

1

1

! 1,  
1 !

p
m

m

n s p m xp





 

  , 

 
где  1,  s p m  – числа Стирлинга первого рода. Следовательно, 
 

 
1

1

1

1 ! 1,   
!

p
p m

n n
m

V U x m S p m xn





   , 

 
где  1,  S p m  – числа Стирлинга второго рода. Например, 
 

1 1
4 4

1 1   2 6
0   1 3  114! 0   0   1 6
0   0   0   1

U V 

  
   
 
 

 

1 0 0 0
10 0 0
2 10 0 0

3! 10 0 0
4!

 
 
 
 
  
 

, 
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4 4

1 0 0 0 1 1 1 1
0 2 0 0 0 1 3 71
0 0 3! 0 0 0 1 64!
0 0 0 4! 0 0 0 1

V U
  
  

   
  
  

  . 

Пример 1. 

  1
1

xa x x



,     21
1
xa x x 


,      112
2

n
n

nv x x


  , 

 

     
1 11 12 2 1

2
n nn

n nx V x x


    , 

 

       
11

1

0 0

12
nn

n n n
p m

nu x xU x x p mp




 

        

 

       
1 11 1

0 0

1 2!
1 !

pn p

n n n
p m

nxU V v x n x mp p
 

 

 

  
    . 

Пример 2. Пусть 
 

    b xg x g x ,        1g xb x b x  . 
 

Тогда по теореме обращения Лагранжа  
 

           1 logn m n m nx g x x x b x b x  , 

 

  

0
0
0 1
1 0
0 1 2
2 1 0
0 1 2 3
3 2 1 0

0 0 0
0 0

1, 0

g
g g

xg x g g g
g g g g

 
  

  
 
 
     

 

0
0
1 1
1 0
2 2 2
2 1 0
3 3 3 3
3 2 1 0

0 0 0
0 0

0

c
c c
c c c
c c c c

 
  

 
 
 
     

, 

где 

     m n m
ng x g x ,         1 logm n m

nc x x b x b x  , 

т.е. 

             , 1, , 1 log ,nn xg x n x b x b x x    . 

Если 
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   1 22
12 4

x xg x    , 

то 

   1 21b x x  ,           11 log 1 12
xx b x x     , 

 

         112 , 1, 12
nnn xg x x x x     ,  0n  . 

Пусть 

   
21 22

1
2 4
x xa x     

 
. 

Тогда 

     1 22
1 21 1

2 4
x xa x xa x x       

 
, 

 

      11
2

1 12
nn

nv x x x x    , 

 

       11 1 1
2 2

1 11 1
2 2

nn n
n nx V x x x x x        ; 

 

       
2 1 2 1

1
2 2 2

0 0

1 11
2 2

n n

n n n
m m

u x xU x x n m x n m
 



 
            

 

   
2 1 1

2 2

1 0

n n

m m
x x n m x m

 

 
      . 

 
Пример 3. Этот пример рассматривается в [11]. Матрицы свертки мы 
заменим матрицами Риордана. Обозначим 
 

    
 2 2 1

1 1, ,
1 1 1

n
n

N xn
x kx x kx x  

    
, 

    
 2 2 1

1 1, ,
1 1 1

n
n

N xn
kx x kx x x



 
    

. 

Тогда 

    2

2 2
1, ,

1 1n
kxN x n

x kx x kx
 

   
, 
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    2

2 2
1, ,

1 1n
xN x n

kx x kx x
  

   
. 

Например, 

 2 2

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
2 5 9 14 201 1, 3 10 22 40 651 1
5 20 51 105 190

x x x x

 
 
 

  
     

  
 







     

, 

 

 2

2 2

1 0 0 0
1 0 0 0
2 1 0 01 , 3 2 0 0

1 1 5 5 1 0
8 10 3 0

x
x x x x

 
 

    
      

  
 








    

, 

 

 
2 3

3
2 2 5 9 14 ...
1

x x x x
x
     


 ,  

 

 
2 3

4
3 2 3 10 22 40 ...
1

x x x x
x

     


 , 

 

 
2

2 3
5

5 5 5 20 51 105 ...
1
x x x x x
x

      


 . 

 

В общем случае, если     121a x x x  
   . то 

 

   
2

2 2
1, ,

1 1n
xx n

x x x x


   
        

 . 

 
Действительно,  
 

   
 

22

2 2 2
1

11 11 , 1 ,
11 1 1 1

n
n

n

x t xxt x txx x x x x t x
 

     





               
 
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       
 

2 2

2
0 1

1 1 1
1

1 1
n n

n n
n n

t x t xt x t t x
x t x

 
 

 

 

 

   
  

     ,  

 
что соответствует формуле (1).  

Обобщенный биномиальный ряд, 
  

     
0

n

n

na x xnn



  

 






 ; 

   0 1a x x  ,        1
1 1a x x   ,         1 2

2
1 1 4

2
xa x x

 
 , 

 

     1 2

1
1 1 4

2
xa x

 
 ,         

21 22

1 2 1
2 4
x xa x     

 
, 

 
занимает в наших исследованиях важное место. Обобщение, которое лежит в 
его основе, можно распространить на любой формальный степенной ряд 
 a x , 0 1a  . С каждым таким рядом посредством преобразования Лагранжа 

 

 
         

0
1 log

n
n n

n
n

xa x x x a x a x
a x

  
 






   

 
связано множество рядов     a x ,      0 a x a x , таких, что 
 

      a xa x a x


  ,           a x a x a x
  , 

 

         
       1n n n n na xx a x x x a x x a xna x

    



 

 
      

, 

 

     
                 1 nn n na x nx x a x x a x x a xa x
   

 


 



     

 
, 

 

         11, 1,x a x x a x 
  

 
 , 

 

                   1

1 log , 1 log , .x a x x a x x a x x a x 
      




 
   

 
Обозначим 
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          , 1, log x ne
n a x u x   . 

Тогда  

     
0 !

n n

n

u na x xn n



 

 








 , 

 

       1
n nu x x x n u x n     . 

Пусть  
     11, log 1,a x q x  . 

Тогда 

       11, log 1, xa x q x e 


  . 
Обозначим 

      1, x
x n

ne
q x e x q x


  . 

Тогда 

      11
1n n

xq x n x q n x 


      
, 

 

          1

0
1n n

n
u q x x  





  . 

 
Ряды    a x  для целых  , обозначенные  S x , были введены в [14]. 

В [15] эти ряды, названные обобщенными рядами Лагранжа, 
рассматриваются в связи с матрицами Риордана. Свойства этих рядов 
пересекаются со свойствами последовательностей Шеффера, поэтому 
связанные с ними равенства можно найти в теневом исчислении. 

Обозначим 

       1
n nu x u xx    , 

 

          
  1, 1,
1

n
n

x
n x a x

x








 ,         1

n nx xx     , 

Тогда 
       n

n n nE u x u x n u x
     , 

 
     1n

n n n nU E U x x
    . 

Обозначим 
1n

n n nU E U A    . 
Так как 
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   1, 1,n nx E x E    ,       111, 1 n
n n nU x U J     , 

то 

n n n nJ A J A   . 
Например, 

2
  2 1

1 0
A     

,   3

5  5 1
2

6 2  0
1  2 0
2

A

 
 
   
 
 
 

,   4

  14   7 3 1
35 1028   0
3 3

522  20   0
3 3
5 15   0
3 3

A

 
 
   
 
 
 
    

, 

 

1
2

0 1
1   2

A    
 

,   1
3

10     2
2

0 2 6
51     5
2

A

 
 
   
 
 
 

,   1
4

510 5
3 3
5 220       20
3 3

10 350 28
3 3

1   3   7   14

A

   
 
 
 
 

   
 
 

. 

 
Так как            1x a x x a x a   , то      1 1n n    и сумма 

элементов каждого столбца матрицы nA  равна 1. Из Теоремы 3 вытекает 
равенство 

     1 , 1 ,
n

m m n m
n n m n mx x A x x I A


 

    . 
 

Введем диагональную матрицу D ,  1n nDx n x  : 
 

1 0 0
0 2 0
0 0 3D
 
 

  
 
 





   

,   1

1 0 0
10 0
2

10 0 3
D

 
 
 
 
 
 





   

. 

Теорема 4. 

  1 11 ,
Tn

n n nA V D x x D V       . 
 

Доказательство. Столбцы матриц n nV U  , 1 1
n nU V   определенным образом 
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связаны со строками матриц  , 1 x
x x

e
e e  ,     11 , log 1

xe
x x  : 

 
  1! , , 1 x

x p x x
n n e

n e D V U x p e e      , 
 

        1 11 11 ! , 1 , log 1
x

x p
n n e

n U V e Dx p x x         . 

Так как 
 

           11 , log 1 , , 1 1 ,x xx x

nn x x
e ee e

x x e x e e x x      

то 

  1 1 11 ,
Tnn

n n n n nV U E U V D x x D I           . 
 Таким образом, 

   2
  1 0 1 0 1 2

1 1 0 2 0 1A  
1 0

10 2

 
 
 

 1 0
1 1 , 

 

3

  1 0 0
2 1 0

  1 1  1
A

 
  
  

1 0 0 1 3 3
0 2 0 0 1 3
0 0 3 0 0 1

  
  
  
  

1 0 0
10 02 10 0 3

 
 
 
  
 

1 0 0
2 1 0
1 1 1

 
 
 
 

, 

 

4

  1  0 0 0
3   1 0 0

  3 2 1 0
1  1 1  1

A
 
   
   

1 0 0 0 1 4 6 4
0 2 0 0 0 1 4 6
0 0 3 0 0 0 1 4
0 0 0 4 0 0 0 1

  
  
  
  
  

1 0 0 0
10 0 02 10 0 03 10 0 0 4

 
 
 
 
 
 

1 0 0 0
3 1 0 0
3 2 1 0
1 1 1 1

 
 
 
 
 

. 

Обозначим 

          , 1, 1 nn a x v x    ,        1
n nv x v xx    . 

Тогда 

        11 ,
Tn

n nD x x D v x v x


     . 

 
Пусть    a x  – обобщенный биномиальный ряд. Тогда   1a x x  , 
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   
   1

01
n m
n

m

x m nm xnm nx
  











 . 

Теорема 5. 

       
1

11
1

n
m

n
m

n nx xn mmn
 



  . 

 
Доказательство. Мы воспользуемся факториальным представлением 
биномиальных коэффициентов, т.е. докажем теорему для натуральных 
значений  . В силу полиномиальной аргументации (рассматриваемые 
биномиальные коэффициенты являются полиномами от  ), это равносильно 
общему доказательству. Так как   1n

nv x x  , то 
 

        1
1 1

0

11 , 1
nTn n m

n
m

nmv x D x x D x xn mn





 



      . 

Так как 

       1

0 0

1, 1
m m

m ii i
n

i i

m n n im V x xm i m i


 

        , 

то 
           1m m

n n nx x x V v x      
 

         
 0

1 1 !11 1 1 !

m
m i

i

i n n mn i n
n im i n n n m








            

 

      
0

11 1 11
m

m i

i

n n n min m m in
 



          

 

         111 111 1
m nn n n m n

n m m n m mn n
           . 

 
Отметим, что 

   0
n

n x x  ,    1 n x x  ,       1 2 2
1 1
2

n
n x x x   ; 

так как 

       1
1 a x a x 


   ,   

то 
       1 n n nx xJ x    .. 
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3. Обобщенные полиномы Нараяны 
 

Между обыкновенными и экспоненциональными матрицами Риордана 
существуют конструктивные взаимоотношения. Отдельные проявления этих 
взаимоотношений напоминают детали конструкции, общий план которой 
является загадкой для нас. Следуя [16] – [18], мы рассмотрим некоторые из 
таких проявлений, связанные с числительными полиномами. Так как 

 

    
0

[ , ] 1,
!

n m

m

u mn xa x xn



 ,  

то 

          
0 0

1!
[ , ] 1,

! ! !x
nn m n m

e
m m

m u mm n u mn xa x x xm n n
 

 


   .   

 
 Если 1 0a  , то    1 nnx u x  – полином степени 2n , так что 
 

     
 2 1

0

1
! 1
n nn m

n
m

m u m xxn x









 , 

где  

       2
2 !

1
!n n nn
nx x U x u xn    . 

 
Так как    1 0nnx u x   при 0x  , 1 , … , n , то в соответствии с 
Теоремой 1 
 

       
 

   
 

2 2 1
2
2 1 2 1

0

1 1 1
! 1 1

n n n
n n n n nn m

n n
m

m u m xJ x x J xxn x x
 

 


    
 

 
 , 

 
т.е.  n x  – полином степени n . Так как 
 

      2
11 nn

nnx x u x a  , 
 

то в соответствии с Теоремой 2 

     
1

2 !
1

!
n

n
na n  . 

Если     11a x x   , то  

           2 1

0

11 ! 1 1n m
n n n

m

m nx n N x x m xn






      , 
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где  

    
1

1
1

n
m

n
m

n nN x xm n mn 
     

 
 – полиномы Нараяны. В связи с этим, полиномы  n x  будем называть 
обобщенными полиномами Нараяны (ОПН). 

Так как 
 

        2 1
0

1
11 ! 1

n n m m
n

m

t n m x a x tmnn t
 




 
 

  

 

        11 1
1

nn nx ta x x b xn
   


, 

где 

    
1

1
b x ta xb x


 ,        11, 1, 1xb x x ta x   , 

то 

        2

0
1 1

1 !
n

n
n

xt t b x tn



  

 . 

Например, 

  1
1

a x x


,    
2 21 1 2 2 2

2
x t x t xt x tb x x

         , 

 

           22

0 0

1 1 1 2 1 1
21 !

n
n

n n
n n

x t x t x txt N t x xn
 

 

      
 

   . 

 
Производящие функции числительных полиномов матриц  1, 1 x

x
e

e  , 

 , 1 x
x x

e
e e   рассматриваются в [19]. 

Введем матрицы nF : 
 

    2
2 !

1 ,
!n n nn
nF U x x In    ,  

     11 1
2

! 1 ,
2 !n n nn
nF x x U In

     ; 

 
       2 1 1 1

2
1

2 !
1 1

!
np p p m

n n n
m

n m nF x U x x x m xnn


  



      , 

 

     1
1

! 1 1
2 !

p
n p n p

nF x x x nn


     , 0p  , 1, … , 1n  . 



 22 

 
Например, 

 2
1 13 1 3F 


 , 3

1 1 1
4 2 3 13

1 4 16
F

 
  
  

 , 4

1 1 1 1
3 3 15 395 3 9 9 171
1 5 25 125

F
 
   
   

 ; 

 

 1
2

3 12!
1 14!

F   ,  1
3

20 4 2
3! 9 3 36! 1 1 1

F 
 

  
 
 

 , 

 

1
4

210 30 10 6
107 19 13 114!
18 10 2 68!
1 1 1 1

F 

  
   
 
 

 . 

 
Обозначим      1 n nx x x   . Тогда 
 

   n n nF u x x  . 
 

Пусть    |n x a x ,    |n x a x  означает соответственно ОПЭ, ОПН, 
связанные с матрицами   1, xa x ,   1, xexa x . Тогда 
 

 1 |n x
n nxF x x e  . 

Теорема 6. 
    111, 1 nn

n n nF E x F J     . 
Доказательство. 
 

        1 11, 1 1 1 1n
p pn p n pE x x x n x n x               

 
     1

11 1 1n
n p px x n
      , 

или 
    11 1 11, 1 nn p n p

n nE x F x F x       ,       11 11, 1 nn
n n nE x F F J      . 

 
Таким образом, 

     11 n
n n n nJ x F u x n      . 
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Обозначим, используя обозначения для рядов    a x : 
 

       1 1
11, 1,xa x x a x 

 . 
Тогда 

        1
1, 1, log x ne

n a x xu x n
     . 

Обозначим 

  
   

 

1
1

2 1[ , ] 1,
1

x
n

e n

xn xa x
x

 





 . 

Тогда 
       1 1 n
n n nx xJ x    . 

 
Таким образом, если матрица   1, xa x  является  псевдоинволюцией, 

т.е.      11, 1,xa x xa x   ,  то     n n nx xJ x  . 

Введем матрицы nS : 
1

n n nS F U    ,  1 1
n n nS U F     . 

Например, 

 2
1 03! 1 2S  ,  3

1 0 0
4! 3 5 2 0

1 5 2 5
S

 
 
 
 

 ,  4

1 0 0 0
6 3 0 05! 6 8 7 0
1 3 7 14

S
 
 

  
 
 

 ; 

 

 1
2

2 02!
1 14!

S  


 , 1
3

5 0 0
3! 6 2 06! 2 1 1

S 
 
  
  

 , 1
4

14 0 0 0
28 14 3 0 04!

20 16 3 2 08!
5 5 3 1 1

S 

 
   
   

 . 

Тогда 
   n n nS x x    . 

Теорема 7. 
1

n n n nS V C V   ,  
 
 

1 !
1 !

p p
n

n pC x xp
 




  . 

 
Доказательство. Мы воспользуемся Теоремой 3 и равенствами 
 

   1 1 ! 1
1 !

p
n n p

nU V x xp
   


  ,     1

1 1 1p
n p p nU x x x
     . 

Тогда 
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 
     1 1

2
2 ! ! 1 1

! 1 !
p

n n n n p n
n nF U V x U x xn p

     


     

 
 
     

     1
1

2 ! 1 !
1 1 1

1 ! 2 !
n p

n p p n
n n px U x xp n

 
 

 
    


  

 
 
    11 !

1
1 !

n p pn p x xp
  

 


, 

или 
1 1

n n n nS V V C    . 
Таким образом, 

   2
1 0 3! 0 1 0
1 1 0 4! 2! 1 1S 


 , 

 

3

1 0 0 4! 0 0 1 0 0
2 1 0 0 5! 2! 0 2 1 0

1 1 1 0 0 6! 3! 1 1 1
S

   
          

 , 

 

4

1 0 0 0 5! 0 0 0 1 0 0 0
3 1 0 0 0 6! 2! 0 0 3 1 0 0

3 2 1 0 0 0 7! 3! 0 3 2 1 0
1 1 1 1 0 0 0 8! 4! 1 1 1 1

S
   
              

 . 

 
Отметим, что так как     1| 1n x x x   , то 

 
       10 | 1 1 !n n nxS x x x n N x     ; 

так как 
 

          1 02 !
1 . . . 1 , 1, log

! xn e
nx F x x x n x n n n C xn

          

 
где  C x  – ряд Каталана, то 
 

        1 0

1

2 ! 21| 1!

n
m

n n
m

n n nx S x x C x xm n mn n



 
   

 
Пусть    a x  – обобщенный биномиальный ряд. Обозначим 
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        
    2 1

0
[ , ] 1, 1

1
x

n m
nne

m

x m nmn x a x m xnm nx




 







  


 . 

Теорема 8. 

         
1

1 ! 2
1

n
m

n
m

n n nx xn mmn
 



   . 

 
Доказательство. Докажем теорему для натуральных значений   и учтем  
полиномиальную аргументацию. Так как  
 

         1

0

1
1

n
m

n n n
m

nmV x v x xn mn 






      , 

 

       1

0 0

1, 1
m m

m ii i
n

i i

m n n im V x xm i m i


 

        , 

то 
           1m m

n n n nx x x V C v x      
 

     
 

     
 0

1 ! 1 1 !11 11 ! 1 !

m
m i

i

n i i n n mn i n
n im i ni n n m








               

 
        

0

1 ! 1 111
m

m i

i

n n in n n m
n m m iin

 



            

 
       1 ! 2 111

mn n n n m
n m mn

         

 
      1 ! 2

1
n nn

n m mn
    . 

Отметим, что 

     
0

2 !
!

n
n

nx xn  ,         1 1 !n nx n N x   ,        
2

2 !
!n
nx xn  ; 

 
так как 

         1 1
11, 1,x a x x a x 

 
 ,         1

1 2a x a x 


   ,  
то 

         2 n n nx xJ x    . 
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4. Преобразования общего вида 
 

Введем матрицы nU : 
 

   1 1
!

n pp
n pU x x A xn

  ,   0 1A x  , 0p  , 1, … , n , 

или 

  1

0

11
!

np p m
n

m
U x x m xn





   . 

Например, 

 0 1U  ,  1
1 0
1 1U 


, 2

1 0 0
1 2 1 12! 1 1 1

U
 
  
  

, 3

1 0 0 0
3 1 1 11

3 2 0 43!
1 1 1 1

U
 
   
   

. 

Пусть 

        
0

, , log
n

m
n m

m
n b x a x c x c x


   , 0 0b  , 

        
0

, , log x

n
m

n me
m

n b x a x s x s x


   , 

 

        
  1, ,
1

n
n

g xn b x a x
x  


. 

Так как 
          , , log 1, xb x a x b x a x e , 

то 

 
 

 
 

 
 

   

 
0

1 1 1 1
0 0

1 1!! 1
!1 1 1 1

n
n p

p pn n
p p p p pn

n p p n
p p

s x A xnc A x p s A xg x
nx x x x




   

 


  

   


  . 

 
Таким образом, 
 

     
0 !

nm n

n

s mb x a x xn



 ,  

 
 

 
1

0 !1
n n m

n
m

g x s m xnx









 ,     n n ng x U s x . 

Так как 

 
 

1
0

11
!1

n m
n

m

m
xnx










 , 

то 



 27 

 1 0 1n nU x x   ,  1 1 1p p
n nU x xU x    , 

или 
   1 1p

n p n pU x x x
  . 

Например, 

1
3

6 0 0 0
11 2 1 2
6 3 0 3
1 1 1 1

U 

 
   
 
 

. 

Теорема 9. 
   11, 1 n

n n nU E x U J   . 
Доказательство. 
 

              1, 1 1 1 1n
p p n pn p n p pE x x x x x x x          , 

или 
   1 11, 1 n

n n nE x U U J    . 
Таким образом, 

     1 1n
n n n nJ g x U s x    . 

Так как 
              1 1, log 1, , , logxb x a x x e x b x a x a x   , 

 
то полиномы    1 n

n nJ g x  являются числительными полиномами матрицы 
 

      1 1,b x a x xa x  . 
В частности, 

       11 n
n n nJ x x     . 

Обозначим 
  1 1

11 ,n
n n n n nV J EJ x x P I V 

     , 
 

        , , 1 nn b x a x w x   . 
Так как 

          , , 1 1,1b x a x b x a x x   , 
то 

   1
n n ng x V w x . 

 
Теорема 10. Если  n ms x  – полином степени  n m , то 
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       !
1

!
m

n n m n m n m
n mU s x x U s xn  


  . 

 
Соответственно, если   n mc x   – полином степени n m  , то 
 

       1 1!1
!

m
n n m n m n m

nU x c x U c xn m
 

   


. 

 
Доказательство.  

    !1 ,
!

m
n n m n m

n mx x U I Un


 


  , 

 

    
1 1!1 ,

!
m

n n m n m
nU x x I Un m

 
  


. 

Отсюда находим: 
 

     1 1 1

0

! !1 ,  
! !

p
n pp p m

n n n p
m

n nU V x U x x x s p m xp p
  


     , 

 

 
0

1 ! ,   
!

p
p m

n n
m

V U x m S p m xn 
  . 

 
Замечание 1. Матрицы nU , 1

nU   связаны с матрицами nU , 1
nU  равенствами 

 
   , ,T

n nU x x U x x ,      1 1, ,T
n nU x x U x x  , 

и, так как 
 

 
 

1
0

1
!1

n n m
n

m

x u m xnx
 











,     n n nx U Eu x  ,  

то 
   1,n n nU U E x x I  ,    1 1 1

1, T
n n nU x x E U I  

 . 
 

Обозначим 

    
     

 2 1
0

1
[ , ] ,

! 1
x

n nn m
e n

m

m s m h xn b x xa x xn x







 


 , 

Тогда 

       2
2 !

1
!n n nn
nh x U x s xn  . 
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Полиномы  ng x ,  nh x мы будем называть соответственно ординарными и 
экспоненциальными числительными полиномами. Названия ОПЭ и ОПН мы 
закрепим за полиномами  n x ,  n x . 

Введем матрицы nF : 
 

    2
2 !

1 ,
!n n nn
nF U x x In  ,  

     11 1
2

! 1 ,
2 !n n nn
nF x x U In

   ; 

Так как 

           2
! !1 1 1 1

2 ! 2 !
n n

n nn n
n nU x x U x xn n      , 

то 
 0 1 n

nF x x  , 1p p
n nF x xF x   , 

или 

   2 1

0
1 np p m

n
m

m nF x x m xn






   . 

Например, 

2

1 0 0
2 3 3

1 3 9
F

 
  
  

, 3

1 0 0 0
3 4 4 4

3 8 12 52
1 4 16 64

F
 
   
   

. 

Соответственно, 
 

   1 0 ! 1
2 !n n
nF x x nn

    , 1 1 1p p
n nF x xF x    , 

или 

     1 ! 1
2 !

p
n p n p

nF x x x nn


   . 

Например, 

1
2

12 0 0
2! 7 3 14! 1 1 1

F 
 
  
 
 

, 1
3

120 0 0 0
74 20 4 23!
15 9 3 36!
1 1 1 1

F 

 
   
 
 

. 

Таким образом, 
   n n nF s x h x . 

 
Пример 4. Поясним равенство  

   2 !
1

!n n
nF x n n   . 



 30 

 
Аналогом равенства для обычных матриц Риордана 
 

        
  1, ,
1

n
n

xn a x xa x
x







   

 
является равенство для экспоненциальных матриц Риордана   
 

         
 2 1, ,
1x

n
ne

xn xa x xa x
x




 



  . 

Так как 

           , 1 log , log
x

n
e

n x a x a x x n u x     , 

 

            , log 1 log , log ,xxa x a x x a x a x e x   , 

то 

           , , log 1 1
x

n
e

n xa x a x x n u x     . 

Если    a x C x , то 
 

   2 !
!n
nx n  ,      11n nu x x n    ,       1 1 1n nx n u x x n      . 

 
Теорема 11. 

   1 11, 1 nn
n n nF E x F J    . 

Доказательство. 
 

              1 1, 1 1 1 1nn
p p n pn p n p pE x x x n x n x x x n

            
 

   1 1 11, 1 nn
n n nE x F F J     . 

Таким образом, 
     1 n

n n n nJ h x F Es x n    . 
 

Так как (см. Замечание 2) 
 

                   1 1 1
1 1 1, 1 log , log

x
n

e
s x n n b x a x x a x a x  

  
    
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где 

        11
11, 1,x a x xa x 

  ,       
 

1
0 !

n m

m

u na x xnn
 











 , 

 
то полиномы    1 n

n nJ h x  являются числительными полиномами матрицы 
 

              1 1 1
1 1 1,

xe
b x a x x a x x a x  

  
 . 

В частности, 
       11 n

n n nJ x x     . 
 

Замечание 2. Представим матрицу     1, Tb x a x в виде: 
 

    

       
       
       
       

0 1 2 3

0 1 2 3
1

0 1 2 3

0 1 2 3

0 0 0 0
1 1 1 1

, 2 2 2 2
3 3 3 3

T x

s s s s
s s s s

b x a x es s s s
s s s s



 
    
     
     
 






    

, 

 
где  0 0s x b . Из теоремы обращения Лагранжа вытекает, что  
 

                     1 1 1
1 1 1, , 1 logT nn b x a x b x a x x a x a x   

  
  . 

 
Введем матрицы nS : 

1
n n nS F U  ,  1 1

n n nS U F   . 
Например, 

2

1 0 0
2! 4 3 0

1 3 6
S

 
 
 
 

, 3

1 0 0 0
9 4 0 03! 9 12 10 0
1 4 10 20

S
 
 

  
 
 

, 

 

4

1 0 0 0 0
16 5 0 0 0

4! 36 30 15 0 0
16 30 40 35 0
1 5 15 35 70

S

 
 
 
 
 
 

; 
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1
2

6 0 0
2! 8 2 04! 3 1 1

S 
 
  
  

, 1
3

20 0 0 0
45 5 0 03!

36 6 2 06!
10 2 1 1

S 

 
   
   

, 

 

1
4

70 0 0 0 0
224 14 0 0 0

4! 280 28 14 3 0 08! 160 20 16 3 2 0
35 5 5 3 1 1

S 

 
 
  
   

  

. 

Тогда 
   n n nS g x h x . 

Теорема 12. 
1

n n n nS V C V ,  
 !

!
p p

n
n pC x xp


  . 

 
Доказательство. Мы воспользуемся Теоремой 10 и равенствами 
 

 1 1 !
!

p
n n p

nU V x xp
   ,     1 1p

n p p nU x x x
   . 

Тогда 
     1 1

2
2 ! ! 1

! !
p

n n n n p n
n nF U V x U x xn p

      

 
     

         2 ! ! !
1 1 1

! !2 !
n p n p p

n p p n
n n p n px U x x x xp pn

 


 
     , 

или 
1 1

n n n nS V V C  . 
Теорема 13. 

       ! !
!

n
p m

n
m p

n p n p n nS x xm p n mn 

 
   . 

Доказательство. 

       1

0 0

1, 1
m m

m ii i
n

i i

m n n im V x xm i m i


 

        , 

 
   !

!

n
p i

n n
i p

n i n pC V x xi pi

   , 
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         1 !
1

!

m
m im p

n n n
i p

n in i n px V C V x i pm i i




     

 
   
      ! !

1
! !

m
m i

i p

n p n p n i m
i p in m m





        

 
   
     ! ! 11

! !
m pn p n p m n p

m pn m m
      

 

 
      ! !

!
n p n p n n

m p n mn
 

   . 

Теорема 14. 
 
    1 ! ! 2
2 !

n
p m

n
m p

p n p n nS x xm p n mn




    . 

Доказательство. 

         1 1 !1
!

m
m im p

n n n
i p

n i n pix V C V x i pm i n i
 



      

 
 

        ! !
1

! !

m
m i

i p

p n p i n m
i p m in m n m





         

 
 

       ! ! 11
! !

m pp n p n m p
m pn m n m

      
 

 
 
    ! ! 2
2 !

p n p n n
m p n mn

    . 

 
5. Обобщенные полиномы Нараяны типа В 

 
Полиномы 

       2 2
2 1

0 0
1

n
nB m m

n
m m

n m nN x x x xm n




 

     

 
называются полиномами Нараяны типа В. Обозначим 
 

      
 2 1[ , ] ,
1

x

B
n

e n

xn a x xa x
x





 . 
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Пусть    |n x a x ,    |B
n x a x  означает соответственно полиномы 

 n x ,  B
n x , связанные с матрицами     ,a x xa x ,     , xea x xa x . 

Тогда 
     1| 1 !B B

n nx x n N x   . 
 

В связи с этим, полиномы  B
n x  мы будем называть обобщенными 

полиномами Нараяны типа В. Так как 
 

      
 

 
1

0

1
[ , ] ,

!1
n n m

n
m

x u mn a x xa x xnx
 





 





 ,  

то 

    
   

0

1 1
[ , ] ,

!x
nn m

e
m

m u m
n a x xa x xn





 
 , 

 

         2
2 !

1 1 1
!

B
n n n n nn

nx U x u x F u xn      . 

 
Введем матрицы B n nF F E : 
 

     2 1

0
1 1n pB p m

n
m

m nF x x m xn






   , 

 

     1 ! 1
2 !

B p
n p n p

nF x x x nn


   . 

Например, 

 1
1 1
1 1

BF   , 2

1 1 1
2 1 7

1 2 4
BF

 
    

, 3

1 1 1 1
3 1 9 25

3 5 1 67
1 3 9 27

BF
 
       

, 

 

 1
1

1 11
1 12

BF   , 1
2

6 2 22! 5 1 3
4! 1 1 1

BF 
 

   
 

,  

 

1
3

60 12 6 6
47 5 7 113!
12 6 0 66!
1 1 1 1

BF 

  
    

 

. 

Тогда 
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   B B
n n nF u x x . 

В частности, 
  |B n B x

n nF x x e . 
 

Для матриц B nF  Теорема 11 принимает более простой вид. Так как 
 
              1 1, 1 1 1 1nn

p p n pn p n p pE x x x n x n x x x n
            

то 
   1 11, 1 nB n B

n n nF E x F J    ,        1 n B
n n n nJ x F u x n    , 

где 

             1 1
1 1, 1 log , log

x
n

e
u x n n x a x a x 

 
     . 

Обозначим 

       
   

 

11

2 1, 1 log ,
1x

B
n

ne

xn x a x xa x
x

 


 


 . 

Так как  

               1
1 1

1 11 log , 1 log ,
x xe e

x a x xa x x a x x a x


 
 

   , 

то 
       1 1 nB B
n n nx J x    . 

 
Пусть все полиномы  B

n x  являются симметричными, т.е.  
 

   B B
n n nx J x  . 

 

Тогда должно быть     2xa x a x  , или  0
1n

n m m nm
a a n a

  . Это 

возможно только в случае     11a x x   : 
 

   1| 1 !B n B
n nx n N x    . 

Пример 5. Так как  
  1|1 n

n x x x   , 
то  

     1 12 !
|1 1

!2
B n n

n n
nx x S x x xn      ; 
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   1

1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0
0 1 3 1 0 0 01 , 1 0 0 3 4 1 0 0
0 0 1 6 5 1 0
0 0 0 4 10 6 1

x
x x

ex x x e e

 
 
 
     
 
  
 









       

. 

 
Если   1a x x  , то      1

1 a x C x
   , и, следовательно, 

 

         
 2 1

2 ! 1, 1 log ,
!2 1x ne

n xn x C x xC x n x 
 


 ; 

 

      1

1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
3 2 1 0 0 0

1 log , 10 6 3 1 0 0
35 20 10 4 1 0

126 70 35 15 5 1
x

x x

e
x C x xC x e e

 
 
 

   
 
  
 








      

. 

 
Введем обыкновенные числительные полиномы, аналогичные полиномам 
 B

n x . Обозначим 

       
  1[ , ] ,
1

B
n

n

xn xa x xa x
x




 


 , 

 

       
   

 

1
1

1, 1 log ,
1

B
n

n

xn x a x xa x
x

 



 


 . 

Тогда 
       1 1 nB B
n n nx J x    . 

 
Пример 6. Пусть    |n x a x ,    |B

n x a x  означает соответственно 

полиномы  n x ,  B
n x , связанные с матрицами      ,

xe
xa x xa x , 

     ,xa x xa x . Так как 

     2 !
|

!n
nx C x n  , 
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то 

        1 0

0

2 ! 2|
!

n
B m

n n
m

n n nx C x S x xm n mn 



   ; 

 

     

1 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0
6 3 1 0 0 0

, 20 10 4 1 0 0
70 35 15 5 1 0

252 126 56 21 6 1

xC x xC x

 
 
 

   
 
  
 








      

. 

 
Соответственно, полиномы  

     
0

21
n

n m

m

n n xm n m

   

 
являются числительными полиномами матрицы  
 

     1

1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
3 0 1 0 0 0

1 logC , 10 1 1 1 0 0
35 4 0 2 1 0

126 15 1 0 3 1

x x xC x

 
 
 
    

 
 
 
 








      

. 

Пример 7. Так как 

    12 !
|1

!
n

n
nx x xn   , 

то 

     1 1 12 !
|1 2

!
B n n

n n
nx x S x x xn       ; 

 

     

1 0 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0
0 3 1 0 0 0 0
0 2 4 1 0 0 01 , 1 0 0 5 5 1 0 0
0 0 2 9 6 1 0
0 0 0 7 14 7 1

x x x x

 
 
 
     
 
  
 









       

. 
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Соответственно, полиномы    1 1 2n x    являются числительными 
полиномами матрицы 

     1

1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 01 log 1 , 1 1 2 0 2 1 0 0
1 3 2 2 3 1 0
1 4 5 0 5 4 1

x x x x 

 
 
 

        
  
    
 









       

. 

Пример 8. Так как     1 21 1x x x    , то 
 

      1
1 1, , 11 1 1 n

x xn x x x x 

   
        

 ,     11 1 n
B

n
xx x

 
  . 

 
Соответственно, числительными полиномами матрицы     11 , 1x x x   

являются полиномы    11 n nx x   . 

Пример 9. Так как    1x xxe x e   , то 
 

         1

0

1 1
, ,

!

n n
x x m

m

m n mn xe xe xn





    , 

 

        1
1| 1
!

B x
n n nx e A x n x A xn     ,     0 0A x A x . 

 
Соответственно, числительными полиномами матрицы  1 , xx xe  
являются полиномы 

        1
1

1
!

n

n nA x n x A xn 


  . 

Отметим, что 
       1 1| 1 1 nx B n

n n nx e F x n x F x n x        . 
 

В общем случае 
 

         1 1 B
n n n n nx F x n u x F x n u x         , 

или 
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   1 11, ,B
n n n n nF x n x EI F x n x I F       . 

Следовательно, 
 

       1 0n p n B p
n nx F x x n x F x x n     , p n . 

 
Здесь проявляются  равенства  для n -х элементов столбцов матриц nF , B nF : 
 

         
0

2 11 1 1
n

n m n p pp

m

n m nm nn m n
 



     , 

 

        
0

2 11 1 1
n

n m p n p p

m

n m nm nn m n
 



     ,  p n . 

 
6. Числительные полиномы и обобщенные ряды Лагранжа 

 
Вернемся к рядам    a x ,      0 a x a x , из раздела 2. Параметр   

определяется равенством 

        a x a x a x
  , 

так что 

        a x a x a x  
  . 

 
Обозначим    a x c x  .      a x d x

  . По теореме обращения 
Лагранжа, если 

     
0

n
n

n
b x c x f x 




 , 

где  nf x – полиномы, то 
 

          
0

1 log n
n

n
b xd x x d x d x f n x 





   . 

Здесь 

   
!

n
n

s xf x n


 ,         , , log xn es x n b x a x  . 

Таким образом, 
 

                   , 1 log , log
x

n
e

s x n n b x a x x a x a x  
       
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                   , 1 log , log
x

n
e

s x n n b x a x x a x a x 
       . 

 
Обозначим 
 

                     
  1, 1 log ,
1

n
n

g x
n b x a x x a x x a x

x


   
 


 . 

 
Введем матрицы 1n

n n nG U E U   . Например, 
 
 

2

6 3 1
8 3 0

3 1 0
G

 
   
 
 

,   3

20 10 4 1
45 20 6 0

36 15 4 0
10 4 1 0

G
 
     
    

, 

 

4

70 35 15 5 1
224 105 40 10 0

280 126 45 10 0
160 70 24 5 0
35 15 5 1 0

G

 
    
 
     
 

. 

Тогда 
     n n nG g x g x

 . 
Теорема 15. 

n n n nG J G J   . 
 
Доказательство. Так как     11, 1,E x x E    , по Теореме 6 
 

   1 11, 1,n n
n n n n n nJ U E U J U E x E E x U       

 
    1 11, 1,n n

n n n nU x E x U U E U       . 
Таким образом, 

1
2

0 1 3
0 3 8
1 3 6

G
 
   
 
 

, 1
3

0 1 4 10
0 4 15 36
0 6 20 45
1 4 10 20

G

   
 

    
 
 

, 
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1
4

0 1 5 15 35
0 5 24 70 160
0 10 45 126 280
0 10 40 105 224
1 5 15 35 70

G

 
    
 
     
 

. 

Теорема 16. 

  1 1 ,
Tn

n n nG V x x V   . 
Доказательство. Так как 
 

  ! , 1, 1 x
x p x

n n e
n e V U x p e   , 

 

      11 11 ! , 1, log 1 x
x p

n n en U V e x p x     , 
 

         1, log 1 , 1, 1 1 ,x x x x

nn x
e e e e

x e x e x x    , 

то 

  1 1 1 ,
Tnn

n n n n nV U E U V x x I     . 
Например, 

3

1 0 0 0 1 3 3 1 1 0 0 0
3 1 0 0 0 1 3 3 3 1 0 0

3 2 1 0 0 0 1 3 3 2 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1

G
   
       
       

. 

Теорема 17. 

  
0

n
p m

n
m

n p n n pG x xm n m
  



     . 

 
Доказательство. Докажем теорему для натуральных значений   и учтем  
полиномиальную аргументацию.  
 

    
0

1 ,
nTn p i

n
i

n n px x V x xn i
 



    , 

 

    1 1 ,
Tnm p

n nx V x x V x    
 

      
 0

!
1

!

m
m i

i

n m pn i n n p
n im i n m p








          
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     
0

1
m

m i

i

n n p n m p
n m m i
 



        

 

       11 mn n p n m p n n p n p
n m m n m m
               . 

 
Введем матрицы  1 , T

n n nX V x x V . Так как   11 1 ,n
n nV x x PI   ,  

находим: 
  1

0 1 1 n

n
x xX x x

  
  ,    1 1p p

nX x x x  . 

Тогда 

   
0

n
n m

n n n n
m

nG I X Xm
 


   . 

Например, 

3 3

3 1 0 0 3 2 1 0 1 1 1 1
6 1 1 0 8 5 2 1 3 3 3 33 34 0 1 1 7 4 1 2 3 3 3 3
1 0 0 1 2 1 0 1 1 1 1 1

G I
     
                                       

, 

 

1
3 3

3 1 0 0 3 2 1 0 1 1 1 1
6 1 1 0 8 5 2 1 3 3 3 33 6 104 0 1 1 7 4 1 2 3 3 3 3
1 0 0 1 2 1 0 1 1 1 1 1

G I

     
                                       

 
Таким образом, 

1 1n
n n n n nI X G U EU    . 

Например, 

1 2
2

3 1 0
3 0 1

1 0 0
G

 
   
 

,   1 3
3

4 1 0 0
6 0 1 0

4 0 0 1
1 0 0 0

G
 
 
   

,  1 4
4

5 1 0 0 0
10 0 1 0 0

10 0 0 1 0
5 0 0 0 1

1 0 0 0 0

G

 
 

  
  

 

, 

 

1 2
2

0 0 1
1 0 3
0 1 3

G
 

   
 

,  1 3
3

0 0 0 1
1 0 0 4
0 1 0 6
0 0 1 4

G

 
 

  
 

,  1 4
4

0 0 0 0 1
1 0 0 0 5
0 1 0 0 10
0 0 1 0 10
0 0 0 1 5

G

 
 

  
  

 

. 

 
Из Теоремы 10 вытекает равенство 
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     1 , 1 ,
n

m m n m
n n m n mx x G x x I G


 

    . 
В частности, 

       111 , 1 ,m m n mn
n n m n mx x G x x I G 

    . 
 

Пример 10. Пусть   1b x  ,   1a x x  ,    a x  – обобщенный 

биномиальный  ряд. Тогда полиномы     n
n ng x G x   являются 

числительными полиномами матрицы 
 

         1 log ,x a x x a x
 

 . 

 
Но так как    1 1ng x  , 0 1 n

n nG x G x  , то эту матрицу можно также 
представить в виде 

 

              11 log ,a x x a x x a x
  

  . 

 
Следовательно, здесь проявляется свойство обобщенного биномиального 
ряда 

              11 log 1 loga x x a x x a x 
  

     . 

 
Пример 11. Пусть    a x  – обобщенный биномиальный  ряд. Тогда 

полиномы nG x  являются числительными полиномами матрицы 
 

         1 11 log ,x a x x a x
  

 , 

 
полиномы 1n

nG x  являются числительными полиномами матрицы 
 

              1 log ,a x x a x x a x
  

 . 

 
Так как 1n

n n nG x J G x   , то матрица 
 

         1 11 log ,x a x x a x
 


 

  
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совпадает с матрицей 

            11, 1 log , 1,x x a x x a x x
 

   , 

матрица 

              1 log ,a x x a x x a x
  


  

  

 
совпадает с матрицей 
 

                 1 1
1 1 11, 1 log , 1,x a x x a x x a x x

  
 

  
    

 
Обозначим 
 

                     
 2 1, 1 log ,
1x

n
n

e

h x
n b x a x x a x x a x

x


   
 


 . 

 
Введем матрицы 1n

n n nH F E F   . Например, 
 

2

15 5 1
1 12 2 46 3 1 1

H
 
  
  

,  3

84 28 7 1
108 4 15 91
54 6 1 920
10 2 1 1

H
 
     
   

, 

 

4

495 165 135 3 9 1
880 110 160 3 44 16

1 660 0 90 3 24 3670 240 20 0 6 16
35 5 5 3 1 1

H

 
  
  
   

  

.  

Тогда 
     n n nH h x h x

 . 
Теорема 18. 

n n n nH J H J   . 
Доказательство. По теореме 11, 
 

   1 1 1 11, 1,n n n n
n n n n n nJ F E F J F E x E E x F         

 
    1 11, 1,n n

n n n nF x E x F F E F       . 
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Матрицу nH   можно представить в виде 
 

  1 1 11 ,
Tn

n n n n n n n nH S G S V C x x C V       . 
Например, 

3

1 0 0 0
11 0 0 0 1 0 0 0 1 3 3 1 1 0 0 00 0 0
43 1 0 0 0 4 0 0 0 1 3 3 3 1 0 0

10 0 03 2 1 0 0 0 10 0 0 0 1 3 3 2 1 0101 1 1 1 0 0 0 20 0 0 0 1 1 1 1 110 0 0
20

H

 
      
                            
 
 

 
Обозначим 

    
0

| ,
n

m
n

m
t x xm n m

  


  . 

Теорема 19. 

      
1

1 | ,
n

n mp
n m

m p

n mn pH x x t n n m n xn m m
  






     . 

 
Доказательство. Так как 

    11 1 ,
!

Tnm p
p nx V C x x xn

    

 

        
 0

!
1

!

m
m i

i

n m pn ip i n
p im i i n m p








      , 

 

      
0

1
m

m i

i

n i n m pn
p m m ii

 



       

 

       11 m n m p n n n pn n
p m p mm m

            , 

 
то 

        1 11 , 1 , 1 ,
T Tn n p np p

n n p nV C x x x x x V C x x x        
 

   ! 1 | ,n p
pn x t n n p n x      . 

 
Остается добавить, что 
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   1
1 1

!

n
p m

n n
m p

n mn pC V x xn m mn






  . 

В частности, 

    1

0

2 2n
n m

n
m

n n n nH x xm n mn
  



   . 

 
Соответственно, в силу Теоремы 18, 
 

    1
0

0

2 2n
m

n
m

n n n nH x xm n mn
  



   . 

 
Пример 12. Пусть    a x  – обобщенный биномиальный  ряд. Тогда 

полиномы      2 !
!

n
n n

nh x H xn


   являются числительными полиномами 

матрицы 

         1 log ,
xe

x a x x a x
 

 . 

 

Так как      
2

2 !
!n
nh x n , то полиномы 

   0 22 ! 2 !
! !

n
n n

n nH x H xn n
   

являются числительными полиномами матрицы 
 

         2
2 21 log ,

xe
x a x x a x

 


 
 . 

Так как  
0 n

n n nH x J H x   ,            1 1
11, 1,x a x x a x 

 
 , 

 

               1 1
1 11, 1 logx a x x a x x a x

  
 

 
    

         1 1
1 11 logx a x a x

 
 

 
  , 

 то матрица 

         2
2 21 log ,x a x x a x

 


 
  

 
совпадает с матрицей 
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                 1 1 1
1 1 11, 1 log , 1,x x a x a x x a x x

  
  

  
   . 

 
Обозначим 

          
 2 1, 1,
1

x

n
ne

x
n x a x

x








 ,        1

n nx xx     . 

 
Введем матрицы 1n

n n nT F E F     . Например, 
 

 2
3 11
1 12T   ,  3

12 4 11 9 2 3
5 2 1 1

T
 

    
,  4

55 55 3 5 1
66 0 10 61

30 6 0 614
5 5 3 1 1

T
 
      

. 

Тогда  
     n n nT x x

   . 
Теорема 20. 

n n n nT J T J     . 
Доказательство. По теореме 6, 

 
   1 11, 1,n n n n

n n n n n nJ F E F J F E x E E x F            
 

    1 11, 1,n n
n n n nF x E x F F E F          . 

 
Матрицу nT   можно представить в виде 
 

  1 1 1 11 ,
Tn

n n n n n n n nT S A S V C D x x D C V              ,   
где 

   11 !p p
n

n pC Dx n xp
    . 

Например, 

4

1 0 0 0
11 0 0 0 1 0 0 0 1 4 6 4 1 0 0 00 0 0
63 1 0 0 0 6 0 0 0 1 4 6 3 1 0 0

10 0 03 2 1 0 0 0 21 0 0 0 1 4 3 2 1 0211 1 1 1 0 0 0 56 0 0 0 1 1 1 1 110 0 0
56

T

 
      
                            
 
 

 
Теорема 21. 
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       
11

111 1 1| ,1
n

n mp
n m

m p

n mn pT x x t n n m n xn m m
  


 



         . 

 
Доказательство. В данном случае 0p  , 1, … , 1n  . Так как 
 

      1
1

1 1 ,
1 !

Tnm p
p nx V C D x x xn


  


   

 

       
 0

!11
!

m
m i

i

n m pn ip i n
p im i i n m p








       , 

 

      
0

11
m

m i

i

n i n m pn
p m m ii

 



        

 

        2 11 m n m p n n n pn n
p m p mm m

             , 

 
то 

        11 1
11 , 1 , 1 ,

T Tn n p np p
n n p nV C D x x x x x V C D x x x   

          
 

     11 ! 1 1| ,n p
pn x t n n p n x         . 

 
Остается добавить, что 

     11
1 1 111

11 !

n
p m

n n
m p

n mn pD C V x xn m mn


 



       . 

 
В частности, 

     1 1
1

0

22
11

n
n m

n
m

nn nT x xn mn m
   





    . 

 
Соответственно, в силу Теоремы 20, 
 

      1 1
0

0

22
1 1

n
m

n
m

nn nT x xmn n m
  



    . 
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